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る解となる｡その結果､ Z→ 土∞ の両側の領域を比べると､寄与する鞍点の個数が異な
ることになる｡このような漸近解の一見奇妙な振る舞いが､Airy積分(2)の漸近解を求め
る手続きのなかどのように反映されるのだろうか｡
鞍点法は 図 - ∞ のもとで成立するつ近似であるから､実軸上で Z～0の様子を知
ることはできない｡そこで､ Zを複素領域に解析接続LJzlの絶対値の大きい経路に沿って
漸近解を追跡することによってZ-士∞ の間で何が起こっているかを考えてみる. 実軸










解は～ I-1/4e-(2/3)22/3､他方は～ I-1/4e(2/3)22/3となり､前者 (-主解 ‥dominantsolution)







する現象のことをス トー クス現象と呼び､複素面上 (いまの場合複素 Z平面上)一方の解
が他方の解を最も凌駕する曲線 (いまの場合arg2-27r/3)をス トー クス曲線という[10]｡
鞍点を通る最急降下線を見ると､Z<0のときは2つの鞍点を通っていた積分路は､偏
角 (argz)を動かしていきちょうどス トー クス線上に達したとき､2つの最急降下線は縮
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になる｡ 実際､ス トー クス現象は､Borel変換像を解析接続したとき､Borel面上の特異点





















u(7)-L dxexp恒 一言)] (6)




いま位相関数をf(I):ニ iー(x一書)とおくと積分の鼠責条件f′(a･)-0より鼠 責 al-±1
が得られる｡これを用いて積分の新しい変数､
S‥-I(I)-fl (ここで､fl-f(+1))
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ここでは多重積分 (10)に対するス トー クス現象を念頭に､ス トー クスグラフを用いるこ
とによってボレル面のリーマン面を決定する可能性を考えてみる｡ さらに設定をはっきり
させるため､S(qnll,- ,qO)の具体形として以下のものを考えることにする:











導入 したNewturningpointに対応するものである｡ 以上の準備のもとで､ス トー クスグ
ラフとは以下のものを指すことにする :









2に示すように､n-2の場合 (基本解の個数は22-4)､高次の問題特有なス トー クス線









通 して満たされていなければならないことは､それぞれ (正規 ･新転回点､交差点)のま
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わりで周回したときの解の一価性である｡ Vorosの接続条件から決まるス トー クス係数は
エアリ積分の転回点のまわりで一周したときの解の一価性条件から決まるものであったし
(これは従来のWKB法でも全く同じ)､新転回点の周りでは"新転回点から伸びるス トー










ということを考えてみる｡ ここで､ス トー クス線交差が発生すると､たとえ定義の上では
ス トー クス線であっても､実際にはス トー クス現象を起こさない区間がス トー クス線の一
部に出てくることがあるため､そのような部分を無効なス トー クス線(線分の場合もある)､
一方､従来通り､ス トー クス現象を起こす部分を有効なス トー クス線 (分)と呼ぶことに
する｡さらに､有効 ･無効区間を含んだ､正しいス トー クス現象を表現するス トー クスグ
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以上の一般別を適用する際､最初に注目すべきことは､ス トー クスグラフを与えたと
きに既に有効 ･無効が確定しているス トー クス線 (分)があることである｡ なぜならば､
ス トー クスグラフを準備するにあたって､正規転回点の近傍に関しては､必ずそこから伸
びる3本のス トー クス線は有効 (ス トー クス現象を起こすこと)になっていなければなら
ないし､新転回点の近傍では､それを挟んで両側に伸びる2本のス トー クス線上で今度は
ス トー クス現象を起こしてはならないからである｡従って､ス トー クス幾何を決定する初
期設定として､
1.正規転回点 (単純転回点)から発する3本のス トー クス線は､少なくともその展開
点近傍ではス トー クス幾何に有効なス トー クス線である｡




交差点を囲む閉ループ)に対する一価性条件を課すことによって､いつでもス トー クス幾何▼■■l■l■▼!= i■i■
を余すことなく､かつ一意的に決定すること可能か?ということであるo もし､与えられ
















にはス トー クス幾何には寄与しなし十 即ち無効なス トー クス線 (分)であるo驚くべきこ
とに､このルールに従ってス トー クス線の有効 ･無効を逐次決めていくと､正規の転回点









トー クス線を点線で示す前のすべてのス トー クス線を画いたものである)｡この場合､正






以上の[ス トー クスグラフ + 局所的な初期設定]によるス トー クス幾何の確定 -ボレル
面のリー マン面の決定､というアルゴリズムがい かなる場合でも可能か?すなわち､具体




















9.今後の課題 - ストー クス幾何と複素力学系の融合に向けて-
高次元の量子現象一般に対してより深い理解を得るためには､高次元のス トー クス現象の
理論確立は避けて通れない｡しかし､それができれば､カオス存在下でのトンネル現象<
カオス的トンネル効果>[17】以外にも､多準位の非断熱遷移の問題など､高階の微分方程
式が現れる未解決問題への本格的取り組みが可能になってくる｡
ここではより原理的な疑問として､冒頭に触れた問題をもう一度思い出してみたい｡も
ともと非局所的な対象である波動現象 (量子論)を軌道 (古典論)という局所的な記述法
によって説明しようしたとき現れる綻びは､<WKB解の発散>というかたちで現れるこ
とは既に何度も述べた｡この事情は可積分でも非可積分でも変わらないはずだが､少なく
とも可積分系の場合､その破れの程度は非可積分系に比べて遥かにたちの良いものであろ
う｡破れの程度を定量的に比較する方法がなければ意味がないが､カオスであることから
必然的に発生する桐密な鞍点とは状況が全く違うことは直感的には明らかである｡
この点に関しては､たとえ､上に述べてきたような高次元 (半古典グリー ン関数では
多重積分)のス トー クス現象をexactWKB解析の枠組で正しく処理する一定のアルゴリ
ズムが確立されたとしても､有限の時間で考える限りは可積分系との原理的な峻別は依然
としてできないことは明らかである｡ カオスを規定する"時間軸"という､いまひとつの漸
近極限がその中にはまだないからである｡ ここまでの話しに沿って形式的に言えば､無限
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多重積分の漸近展開とス トー クス現象の問題を考えることになるが､これまた"言うは易
いが行うは難し"である｡
しかし､光明が全くないわけではない｡それは､半古典論プロパゲータの鞍点である
<複素力学系>に対する知識が徐々ではあるが着実に蓄えられていることである[231｡特
に､(ll)で考えた複素エノン写像に対しては､2次元の複素力学系としては唯一だが厳
密な解析が進んでおり[24ト さらに心強いことに､その結果を用いることにより､半古典
論に寄与する複素古典論の軌道が複素力学系に現れるジュリア集合とほぼ同一視してよい
ことがわかってきた[25】｡このことから､力学系の長時間振る舞いと局所的な記述法との
敵齢がいつどのように発生するか､という問題を ｢ジュリア集合を乾点にもつ漸近展開の
exactWKB解析を実行する｣ことで捉えることができるかもしれない｡より具体的には､
｢8.で導入したス トー クス幾何の中に複素力学系の情報がいかに反映されるか?｣という
ことを考えていくことになろう｡
参考文献
[11LesHouchesSummerSchool"chaosandquantumphysics",Edts.,M.-∫.Giannoni,
A･VorosandZinn-Justin,(North-Holand,1991,Amsterdam).
[2】R･Aurich,M.SieberandF.Steiner,Phys.Rev.Lett.,61(1988)483.
【3】数理科学,特集 r跡公式』,1999年3月号.
[4]M･C･Gutzwiler,ChaosinClassicalandQuantumMechanics(Springer,NewYork,
1990)･
[5]H.PrimackandU.Smilansky,∫.Phys.A31(1998)6253.
[6]P.Dahlqvist,chaodyn/9812017.
[7]M･V･Berryand∫.P.Keating,∫.Phys.A23(1990)4839;P.CvitanovicandB.Eck-
hardt,Phys･Rev･Lett･,63(1989)823;B･GeorgeotandR･E.Prange,Phys.Rev.Lett.
74(1995)2851;ibid,74(1995)4110.
[8]P･Cvitqnovic,P･VattayandA･Wizrba,inClassicalandSemiclassicalandQuantum
DynamiCSinAtoms,LectureNotesinPhysics485,29,editedbyH.FriedrichandB.
Eckhardt(Springer,Heidelberg,1997).
[9]T･Harayama,A.ShudoandS.Tasaki,Nonlinearity,toappear.
[10日 ･Heading,"AnInlroduciionioPhase-IntegralMethods"(Metlmen,London,1962).
[11】R･B･Dingle,"Asympioticexpansions:theirderivationandinterpretation"(Academic
Press,London,1973)･
[12】S･Adachi,Ann･Phys･(NY)195(1989)45.
[13]R･Balian,G･ParisiandA･Wros,Phys･Rev.Lett･,41(1979)141.
【14]河合隆裕､竹井義次,r特異摂動の代数解析』(岩波書店,1998).
[15]T･Aoki,T･KawaiandY･Takei,inICM-90SateliteConferenceProceedings,Special
Functions,(1991)1(Springer).
-661-
研究会報告
[16]B･SterninandV･Shatalov,"Borel-LaplaceTransform andAsymptoticTheory"
(CRCPress,1996);E･DelabaereandF･Pham,"ResurgentMethodinSemi-G7assical
Asymptoiics,preprint.
[17]A.ShudoandK･S･Ikeda,Phys･Rev･Lett･,74(1995)682;ibid76(1996)4151;Physica
Dl15(1998)234･
[18]A.Voros,Ann.Inst･H･Poincare,A39(1983)211･
lg]T･Aoki,T･KawaiandY･Takei,in Me'ihodesre'surgenteS,Analysealge'briquedes
perturbationssingulie'res,L･BoutetdeMonveled･(1994)69･
[20]H･LBerk,W.M･NevinsandK･V･Roberts,J･Math･Phys･,23(1982)988･
[21]M･V.BerryandC･J･Howls,Proc･LSoc°London,434(1991)657･
【22]A･ShudoandK･S･Ikeda,tobepublished･
[23]上田哲夫,谷口雅彦,諸揮俊介 r複素力学系序説』(倍風館､1995年);J･Smilie,
inFlavorsofgeometry,31ofMath.Sci.Res.Inst.Publ.(CambridgeUniv.Press.
Cambridge,1997)･
[24]E.BedfordandJ･Smilie(一部 M･Lyubichと共著),"PolynomialDiHeor,wrphismsof
C 2I-VII",http://www.nath.Sunysb.edu/dynamics/preprints/preprints.html;
J.H.HubberdandR.W･Oberste-Vorth,Publ･Math･IHES,79,(1994)5･
【251A･Shudo,Y.Ishi,andK･S･Ikeda,inpreparation･
-662-
